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TOPOLOGI´A DE SCOTT PARA RELACIONES DE
PREORDEN
LORENZO ACOSTA - MARCELA RUBIO(*)
Abstract. We extend the definition of Scott topology to the context
of preorder relations, for which we generalize the concepts of minimal
element and least upper bound. Moreover we study the behavior of this
topology with regard to compactness.
Resumen. Se extiende la definicio´n de topolog´ıa de Scott al contexto de
las relaciones de preorden, para lo cual se generalizan los conceptos de
minimal y extremo superior. Adema´s se estudia el comportamiento de
esta topolog´ıa con respecto a la compacidad.
Key words and phrases: Directed set, minimal element, preorder rela-
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1. Introduccio´n
Dada una relacio´n de orden sobre un conjunto X, la topolog´ıa de Scott σ
asociada se define de la siguiente manera:
σ = {A ⊆ X | A es final y A es inaccesible por dirigidos}.
Un conjunto A es final si satisface
x ∈ A ∧ x ≤ y =⇒ y ∈ A;
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y es inaccesible por dirigidos si para todo subconjunto dirigido1 D de X se
tiene
supD ∈ A =⇒ D ∩A 6= ∅.
La topolog´ıa de Scott es importante en el estudio de los conjuntos ordenados
continuos y los ret´ıculos continuos (ver [3], [4]) y en la literatura se define ge-
neralmente en el contexto de los conjuntos ordenados superiormente completos,
donde todo subconjunto dirigido tiene un extremo superior. Sin embargo, su
definicio´n permite trabajarla en conjuntos ordenados arbitrarios como se hace
en [2] y [6].
En este art´ıculo presentamos la nocio´n de topolog´ıa de Scott en el contexto,
ma´s general, de las relaciones de preorden. Para poder hacerlo, debemos ge-
neralizar adecuadamente las nociones de extremo superior y de minimal de un
subconjunto de un conjunto preordenado.
Una vez establecida la nocio´n de topolog´ıa de Scott para conjuntos preorde-
nados, procedemos a extender un resultado de [2] y [6], mostrando que las
topolog´ıas comprendidas entre la topolog´ıa de Scott y la topolog´ıa de Alexan-
drov asociadas a un preorden son solidarias con respecto a la compacidad (todas
son compactas o ninguna es compacta).
2. Nociones previas y definiciones
Recordamos aqu´ı las nociones de topolog´ıa de Alexandrov y topolog´ıa de´bil
asociadas a una relacio´n de preorden. Definimos tambie´n las nociones de
minimal y extremo superior de un subconjunto, lo cual nos permitira´ definir
la topolog´ıa de Scott asociada al preorden y demostrar que tiene las mismas
propiedades que en el caso de las relaciones de orden.
En lo que sigue X sera´ un conjunto no vac´ıo y R una relacio´n de preorden sobre
X. Designaremos por ↓ x al conjunto {y ∈ X | y R x} y por ↑ x al conjunto
{y ∈ X | x R y} . Siguiendo la notacio´n de [6], diremos que una topolog´ıa τ
sobre X es R-concordante, si se satisface
x R y ⇐⇒ x ∈ adhτ {y}
donde adhτA es la adherencia de A con respecto a la topolog´ıa τ.
El conjunto de topolog´ıas sobre X que son R-concordantes tiene un ma´ximo
γ(R) y un mı´nimo υ(R), donde γ(R) es la topolog´ıa generada por los conjuntos
de la forma ↑ x y υ(R) es la topolog´ıa generada por los conjuntos de la forma
1Un subconjunto no vac´ıo D de X se llama dirigido si dados d1, d2 ∈ D, existe d ∈ D tal
que d1 ≤ d y d2 ≤ d. (Puede consultarse [1], [3], [4] para ampliar esta informacio´n.)
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X\ ↓ x. γ(R) se llama topolog´ıa de Alexandrov asociada a R y υ(R) se conoce
como la topolog´ıa de´bil asociada a R. As´ı, τ es R-concordante si y solamente
si υ(R) ⊆ τ ⊆ γ(R).
En la siguiente definicio´n se ampl´ıa la nocio´n de extremo superior de un sub-
conjunto a conjuntos preordenados:
Definicio´n 2.1. Sea D ⊆ X. Un subconjunto Z de X se llama extremo supe-
rior de D y se nota Z = ZupD si esta´ constitu´ıdo por los elementos a ∈ X
que satisfacen las siguientes condiciones:
i) d R a para todo d ∈ D.
ii) Si d R b para todo d ∈ D entonces a R b.
Nota: Obse´rvese que si la relacio´n R es antisime´trica, el conjunto ZupD tiene
a lo sumo un elemento que es el extremo superior de D (supD).
Definicio´n 2.2. Un elemento m ∈ X se llama minimal de (X,R) si, para todo
y ∈ X, y R m implica m R y.
Nota: En el caso de una relacio´n de orden esta definicio´n coincide con la nocio´n
tradicional de minimal.
Es bien sabido que a todo conjunto preordenado podemos asociarle un conjunto
ordenado de la siguiente manera:
i) Se define sobre X la relacio´n de equivalencia
x ∼ y ⇐⇒ x R y ∧ y R x.
ii) Se considera el conjunto X˜ de las clases de equivalencia correspondientes
y se ordena por la relacio´n
x R˜ y ⇐⇒ x R y,
donde x es la clase de x con respecto a la relacio´n ∼. As´ı, (X˜, R˜) es un
conjunto ordenado.
3. La topolog´ıa de Scott
En esta seccio´n extendemos la nocio´n de topolog´ıa de Scott al contexto de los
conjuntos preordenados y mostramos que e´sta es una topolog´ıa R-concordante.
Proposicio´n 3.1. El conjunto
σ(R) = {A ∈ γ(R) | (∀D ∈ D(X,R))(ZupD ∩A 6= ∅ ⇒ D ∩A 6= ∅)},
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donde D(X,R) es la coleccio´n de los subconjuntos dirigidos de (X,R), es una
topolog´ıa sobre X.
Demostracio´n:
i) ∅ ∈ σ(R), puesto que ZupD ∩ ∅ = ∅, para todo D ∈ D(X,R).
ii) X ∈ σ(R), puesto que D ∩X 6= ∅, para todo D ∈ D(X,R).
iii) Sea {Ai}i∈I una coleccio´n de elementos de σ(R) y sea D ∈ D(X,R).
ZupD ∩
(
∪
i∈I
Ai
)
6= ∅ ⇒ ∪
i∈I
(ZupD ∩Ai) 6= ∅
⇒ (∃ i ∈ I)(ZupD ∩Ai 6= ∅)
⇒ (∃ i ∈ I)(D ∩Ai 6= ∅)
⇒ ∪
i∈I
(D ∩Ai) 6= ∅
⇒ D ∩
(
∪
i∈I
Ai
)
6= ∅.
Por consiguiente ∪
i∈I
Ai ∈ σ(R).
iv) Sean A1, A2 ∈ σ(R) y D ∈ D(X,R).
ZupD ∩ (A1 ∩A2) 6= ∅ ⇒ (ZupD) ∩A1 6= ∅ ∧ (ZupD) ∩A2 6= ∅
⇒ D ∩A1 6= ∅ ∧ D ∩A2 6= ∅.
Tomemos ahora d1 ∈ D ∩ A1 y d2 ∈ D ∩ A2, como D es dirigido, existe
d ∈ D tal que d1R d y d2R d. Como A1 y A2 son R-finales tenemos que
d ∈ A1 ∩A2. Por lo tanto D ∩ (A1 ∩A2) 6= ∅ y as´ı A1 ∩A2 ∈ σ(R).
Definicio´n 3.1. Llamaremos topolog´ıa de Scott asociada al preorden R a la
topolog´ıa σ(R).
Proposicio´n 3.2. υ(R) ⊆ σ(R).
Demostracio´n: Basta ver que un conjunto de la forma X\ ↓ x esta´ en σ(R).
Como υ(R) ⊆ γ(R), tenemos que X\ ↓ x ∈ γ(R). Sea ahora D ⊆ X dirigido
tal que ZupD ∩ (X\ ↓ x) 6= ∅.
Supongamos que D ∩ (X\ ↓ x) = ∅, entonces D ⊆ ↓ x, es decir, d R x, para
todo d ∈ D.
Sea m ∈ ZupD, entonces m R x, es decir, m ∈ ↓ x; de modo que ZupD ⊆ ↓ x
pero esto no es posible.
Luego, X\ ↓ x ∈ σ(R).
Corolario 3.1. σ(R) es una topolog´ıa R-concordante.
Esto es evidente pues υ(R) ⊆ σ(R) ⊆ γ(R).
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4. Minimales de (X,R) y minimales de (X˜, R˜)
Estudiamos aqu´ı la relacio´n existente entre los minimales del conjunto preor-
denado (X,R) y los minimales del conjunto ordenado cociente (X˜, R˜). Esto
nos permitira´ en la siguiente seccio´n establecer resultados sobre la compacidad
de (X,σ(R)).
Proposicio´n 4.1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) x es minimal de (X,R).
ii) x es minimal de (X˜, R˜).
Demostracio´n:
a. i) ⇒ ii): Supongamos que x no es minimal de (X˜, R˜). Existe y ∈ X˜ tal
que y 6= x y y R˜ x.
Esto implica que y R x pero no se tiene x R y. Por lo tanto x no es
minimal de (X,R).
b. ii) ⇒ i): Supongamos que x no es minimal de (X,R). Existe y ∈ X tal
que y R x y no se tiene x R y.
Entonces y R˜ x y x 6= y. Por consiguiente x no es minimal de (X˜, R˜).
Notacio´n: El conjunto de los minimales de (X,R) lo notaremos Min(X,R)
o´ simplemente MinX si no hay lugar a confusio´n.
Usando esta notacio´n, la proposicio´n anterior nos dice que
Min(X˜, R˜) = {x | x ∈Min(X,R)}.
Definicio´n 4.1. Decimos que (X,R) tiene suficientes minimales si para todo
x ∈ X existe y ∈Min(X,R) tal que y R x.
Corolario 4.1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) (X,R) tiene suficientes minimales.
ii) (X˜, R˜) tiene suficientes minimales.
5. Compacidad y topolog´ıa de Scott
En esta seccio´n se extienden los resultados de [2] y [6], va´lidos para relaciones
de orden y espacios topolo´gicos T0, al contexto de las relaciones de preorden y
espacios topolo´gicos arbitrarios.
Proposicio´n 5.1. Sea τ una topolog´ıa sobre X tal que υ(R) ⊆ τ.
Si (X,R) no tiene suficientes minimales entonces (X, τ) no es compacto.
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Demostracio´n: Como (X,R) no tiene suficientes minimales, por el Corolario
4.1, (X˜, R˜) tampoco los tiene. El Lema de Zorn nos permite afirmar que
existe una cadena {xi}i∈I en (X˜, R˜) que no tiene cotas inferiores. El conjunto
{↓ xi}i∈I es una coleccio´n de cerrados de τ ( pues υ(R) ⊆ τ) que tiene la
propiedad de interseccio´n finita. Sin embargo,
y ∈ ∩
i∈I
↓ xi ⇔ y Rxi para todo i ∈ I
⇒ y R˜ xi para todo i ∈ I
⇒ y es cota inferior de {xi}i∈I .
Conclu´ımos que ∩
i∈I
↓ xi = ∅ y as´ı (X, τ) no es compacto.
Proposicio´n 5.2. Sea τ una topolog´ıa sobre X tal que τ ⊆ γ(R). Si exis-
ten x1, x2, ..., xn ∈ Min(X,R) tales que X =
n∪
i=1
↑ xi entonces (X, τ) es
compacto.
Demostracio´n: Sea {Uj}j∈I un cubrimiento abierto de X. Entonces xi ∈ Uji
para cada i ∈ {1, 2, ..., n}, donde Uji ∈ τ ⊆ γ(R). Como ↑ xi ⊆ Uji para cada
i ∈ {1, 2, ..., n} se obtiene
X =
n∪
i=1
↑ xi ⊆
n∪
i=1
Uji ⊆ X,
luego (X, τ) es compacto.
Proposicio´n 5.3. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) (X, γ(R)) es compacto.
ii) Existen x1, x2, ..., xn ∈Min(X,R) tales que X =
n∪
i=1
↑ xi.
Demostracio´n:
a. i) ⇒ ii): Como (X, γ(R)) es compacto entonces, por la Proposicio´n 5.1,
(X,R) tiene suficientes minimales. Por consiguiente X = ∪
i∈I
↑ xi donde
Min(X,R) = {xi | i ∈ I}.
Puesto que ↑ xi ∈ γ(R), se tiene que {↑ xi}i∈I es un recubrimiento de
X por abiertos de γ(R), as´ı existen x1, x2, ..., xn ∈Min(X,R) tales que
X =
n∪
i=1
↑ xi.
b. ii) ⇒ i): Se obtiene de la Proposicio´n 5.2.
Nota: Franc¸ois Lorrain caracteriza la compacidad de las topolog´ıas de Ale-
xandrov por la existencia de un subconjunto finito y denso en X con respecto
a la topolog´ıa de cerrados (puede consultarse [5]). En [6] se muestra que si
este espacio de Alexandrov es T0 un tal subconjunto es el conjunto de puntos
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cerrados, es decir, el conjunto de minimales de X con respecto al orden de es-
pecializacio´n. La Proposicio´n 5.3 nos muestra co´mo puede tomarse el conjunto
del que habla Lorrain en el caso de una topolog´ıa de Alexandrov arbitraria.
Proposicio´n 5.4. Sea D un subconjunto dirigido de X . Si D ⊆Min(X,R),
entonces:
i) d1, d2 ∈ D ⇒ ↓ d1 = ↓ d2.
ii) D ⊆ ZupD.
iii) ZupD = ↓ d para cada d ∈ D.
Demostracio´n:
i) d1, d2 ∈ D ⇒ (∃ d ∈ D)(d1R d ∧ d2R d) ⇒ d R d1 ∧ d R d2 (porque
d ∈ D ⊆Min(X,R)) ⇒ d1 R d2 ∧ d2 R d1.
As´ı,
x ∈ ↓ d1 ⇔ xRd1
⇔ xRd2
⇔ x ∈ ↓ d2.
ii) Sea d ∈ D, por la parte i) se tiene que e R d para todo e ∈ D. Si
m ∈ X es tal que e R m para todo e ∈ D, en particular d R m.
Luego d ∈ ZupD.
iii) Sean x ∈ ZupD y d ∈ D. Entonces e R x, para todo e ∈ D y en
particular d R x. Como e R d para todo e ∈ D, se tiene que x R d
(pues x ∈ ZupD). As´ı x ∈ ↓ d.
Por otro lado, sean d ∈ D y x ∈ ↓ d. Por la parte i) se tiene x R
d R e para todo e ∈ D, de modo que e R x para todo e ∈ D (pues
D ⊆Min(X,R)).
Si m ∈ X es tal que e R m para todo e ∈ D, se tiene x R m y por
lo tanto, x ∈ ZupD.
Lema 5.1. x ∈Min(X,R) ⇒ ↓ x ⊆Min(X,R).
Demostracio´n: Sean y ∈ ↓ x y m ∈ X.
mRy ⇒ mRx
⇒ xRm (ya que x ∈Min(X,R))
⇒ y Rm.
Luego y ∈Min(X,R).
Proposicio´n 5.5. Si (X,σ(R)) es compacto entonces existen x1, x2, ..., xn ∈
Min(X,R) tales que X =
n∪
i=1
↑ xi.
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Demostracio´n: Como (X,σ(R)) es compacto entonces (X,R) tiene suficien-
tes minimales y Min(X,R) 6= ∅.
Para cada y ∈Min(X,R) se define Ay = (X\Min(X,R))∪ ↓ y.
Veamos que Ay ∈ σ(R) :
i) Ay ∈ γ(R) : Sean m,n ∈ X tales que m ∈ Ay ∧ m R n.
a) m ∈ ↓ y ⇒ m R y
⇒ y R m (ya que y es minimal)
⇒ y R n.
Si n no es minimal entonces n ∈ (X\Min(X,R)) ⊆ Ay.
Si n es minimal entonces n R y, de modo que n ∈ ↓ y ⊆ Ay.
b) Si m ∈ X\Min(X,R) entonces m no es minimal y existe p ∈ X
tal que p R m y no se tiene m R p.
Como m R n entonces p R n.
Si n R p entonces m R p, lo cual no es posible; entonces no se tiene
n R p, as´ı n no es minimal, de modo que n ∈ (X\Min(X,R)) ⊆ Ay.
Luego n ∈ Ay.
ii) Sea D un subconjunto dirigido de X y supongamos que D ∩ Ay = ∅,
entonces D ⊆Min(X,R)\ ↓ y.
Veamos que ZupD∩Ay = ∅ : Sea m ∈ ZupD∩Ay, como ZupD ⊆Min(X,R)
(Prop. 5.4 y Lema 5.1 ) entonces m ∈ ↓ y ∩ ZupD. Como d R m para todo
d ∈ D, se tiene que d R y para todo d ∈ D, de donde D ⊆ ↓ y ⊆ Ay, lo
cual es contradictorio.
Es claro que X = ∪{Ay | y ∈ Min(X,R)}, as´ı {Ay | y ∈ Min(X,R)} es
un cubrimiento de X por abiertos de σ(R). Luego existen x1, x2, ..., xn ∈
Min(X,R) tales que X =
n∪
i=1
Axi .
Finalmente veamos que X =
n∪
i=1
↑ xi :
Sea x ∈ X. Como X tiene suficientes minimales, existe y ∈ Min(X,R) tal
que y R x.
Adema´s,
y ∈ Axi para algu´n i ∈ {1, 2, ..., n} ⇒ y ∈↓ xi para algu´n i ∈ {1, 2, ..., n}
⇒ y Rxi para algu´n i ∈ {1, 2, ..., n}
⇒ xiRy para algu´n i ∈ {1, 2, ..., n} (pues
xi ∈Min(X,R))
⇒ y ∈↑ xi para algu´n i ∈ {1, 2, ..., n}
⇒ x ∈↑ xi para algu´n i ∈ {1, 2, ..., n}
⇒ x ∈ n∪
i=1
↑ xi.
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Corolario 5.1. Sea τ una topolog´ıa sobre X tal que σ(R) ⊆ τ ⊆ γ(R). El
espacio (X, τ) es compacto si y so´lo si existen x1, x2, ..., xn ∈Min(X,R) tales
que X =
n∪
i=1
↑ xi.
Demostracio´n: Es consecuencia de las Proposiciones 5.2, 5.3 y 5.5.
Proposicio´n 5.6. (X, γ(R)) es compacto si y so´lo si (X˜, γ(R˜)) es compacto.
Demostracio´n: ⇒) Como (X, γ(R)) es compacto entonces (X,R) tiene sufi-
cientes minimales y por tanto, (X˜, R˜) tiene suficientes minimales.
Adema´s existen x1, x2, ..., xn ∈Min(X,R) tales que X =
n∪
i=1
↑ xi.
Sea x ∈ X˜, se tiene que x ∈ X y existe i ∈ {1, 2, ..., n} tal que x ∈ ↑ xi, es
decir, xi R x, de modo que xi R˜ x y x ∈ ↑ xi.
Esto demuestra que X˜ =
n∪
i=1
↑ xi, lo cual implica que (X˜, R˜) tiene finitos
minimales. En conclusio´n, (X˜, γ(R˜)) es compacto2.
⇐) Como (X˜, γ(R˜)) es compacto entonces (X˜, R˜) tiene finitos y suficientes
minimales, llame´moslos x1, x2, ..., xn. Entonces x1, x2, ..., xn son minimales en
(X,R).
Sea x ∈ X, de modo que x ∈ X˜ y por la observacio´n anterior existe i ∈
{1, 2, ..., n} tal que xi R˜ x; as´ı xi R x y x ∈ ↑ xi. Luego, X =
n∪
i=1
↑ xi y
(X, γ(R)) es compacto.
Corolario 5.2. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1) (X,σ(R)) es compacto.
2) (X, γ(R)) es compacto.
3) (X˜, γ(R˜)) es compacto.
4) (X˜, σ(R˜)) es compacto.
6. Ejemplos
En esta seccio´n se presentan dos ejemplos sencillos que ilustran algunos de los
conceptos mencionados en el presente art´ıculo.
Ejemplo 1.
Sean X = {a, b, c, d, e} y R la menor relacio´n de pre-orden generada por:
a R b, b R a, c R d, d R c, a R d R e, b R c R e. ComoX es finito, toda topolog´ıa
sobre X es compacta y se verifica que X = ↑ a, donde a ∈Min(X,R) = {a, b};
↓ a = {a, b} = ↓ b.
2Puede consultar [6], all´ı se demostro´ que para una relacio´n R de orden sobre X, si
σ(R) ⊆ τ ⊆ γ(R) entonces (X, τ) es compacto ssi (X,R) tiene finitos y suficientes minimales.
10 LORENZO ACOSTA - MARCELA RUBIO
D = {a, b, d} es un conjunto dirigido tal que ZupD = {d, c}.
X˜ = {a, d, e} donde a = b, y, d = c.
Min(X˜, R˜) = { a} donde ↓ a = { a}.
Ejemplo 2.
Sean X = N∪{0, w}, donde N representa el conjunto de los nu´meros naturales,
y R la relacio´n de pre-orden definida por:
i) x R x, para todo x ∈ X.
ii) x R w, para todo x ∈ X.
iii) 2n R (2n+ 1) R (2n+ 2) , y, (2n+ 2) R (2n+ 1) R 2n para n par, n ≥ 0.
Min(X,R) = N∪{0}; D = {4, 5} es un conjunto dirigido enX,D ⊆Min(X,R),
y ZupD = {4, 5, 6} ' D.
A = {3, 4} ⊆Min(X,R), pero A no es un conjunto dirigido.
↓ w = X, ↓ 3 = {3}, ↓ 4 = {4, 5, 6}, para x ∈ N, ↓ x contiene uno o´ tres
elementos, de modo que υ(R) esta´ contenida en la topolog´ıa de complementos
finitos, luego es compacta. Por otra parte, γ(R) no es compacta puesto
que {↑ x | x ∈ N} es un cubrimiento de X por abiertos de γ(R) que no puede
reducirse a uno finito, sin embargo (X,R) tiene suficientes minimales.
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